
第2章指标记法与符号系统

连续介质力学的数学语法

徐翱景泽编著

张量分析与连续介质力学



学习目标

将显式求和式改写为爱因斯

坦求和形式，并能反向展开

在复杂乘积中正确标记自由

指标和求和指标，区分哑标

与自由标

熟练运用指标规则，快速诊

断并修正张量表达式中的常

见错误

掌握指标式、矩阵式、矢量

式与 python 代码的相互翻译

与转换

利用克罗内克δ化简缩并式；

用列维-奇维塔ε表示叉积与

混合积

按照标准指标替换流程，严

谨证明复合叉积等矢量恒等

式

本章核心问题

指标记法将复杂的分量运算压缩为简洁的

符号语言，但如何确保其正确性？我们需

要掌握：仅通过观察指标的出现次数与位

置，如何快速判断表达式是否合法？如何

直接从指标结构推断出结果的张量类型？
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本章知识结构

01 求和约定

• 爱因斯坦求和约定

• 自由指标与哑指标

• 指标语法合规性检

查

02 核心运算

• 矩阵迹与乘积展开

• 点积与并矢双点积

• 转置与对称张量运

算

03 δ 符号

• Kronecker δ 定义

• 指标筛选与换标技

巧

• 静水压力的张量表

达

04 ε 符号

• 排列张量与空间取

向

• 矢量叉积的指标形

式

• 行列式与混合积计

算

05 ε-δ 恒等式

• 缩并运算的层级分

析

• 四步法证明恒等式

• 复合叉积的严格推

导

核心主线：物理图像构建 → 数学符号精准表达 → 代数规则计算实践→ 连续介质力学工程应用
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工程问题导入：为什么需要指标记法？

01 / 张量方程的展开困境

以经典的柯西应力公式为例，即使是描述应力与面力关系的简单本构方程，在笛卡尔坐标系下完全展开也需要书写三个独立的

分量方程。当面对四阶弹性张量（C ijkl）、速度梯度或复杂的连续介质控制方程时，传统的全量展开方式会让公式变得极度冗

长，不仅占用大量篇幅，更会掩盖物理量之间的本质联系。

完全展开形式（冗余繁琐）

t₁ = σ₁₁n₁ + σ₁₂n₂ + σ₁₃n₃

t₂ = σ₂₁n₁ + σ₂₂n₂ + σ₂₃n₃

t₃ = σ₃₁n₁ + σ₃₂n₂ + σ₃₃n₃

指标记法形式（极简高效）

tᵢ = σᵢⱼ nⱼ
利用爱因斯坦求和约定，单式编码涵盖所有分量与求和循环，

直接揭示物理量的映射关系。

核心洞察：指标记法不引入新运算，而是将求和结构“编码”在下标规则中，实现公式的极致压缩。
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爱因斯坦求和约定

约定

在同一乘积项中，若某一指标恰好出现两次，则默认

对该指标的全部取值求和，求和符号可以省略。这一

规则是张量分析中简化书写的核心语法。

01 . 向量内积的简化

点积展开：u·v = u₁v₁ + u₂v₂ + u₃v₃

按约定省略求和号：u·v = uivᵢ（指标 i 遍历 1,2,3 并自动求和）

02. 矩阵与矢量的乘法

线性变换：y ᵢ = Aᵢⱼx ⱼ（对重复指标 j 求和，i 为自由指标）

解读：结果的第 i 个分量，由矩阵第 i 行与矢量各列相乘后求和得到

。

历史注记

该约定由爱因斯坦在广义相对论的研究中系统引

入并推广，凭借其对冗长求和式的极致简化能力

，迅速成为理论物理、连续介质力学及张量分析

领域的标准语言，被誉为“物理学家的速记法”

，极大提升了复杂物理方程的可读性。

本章使用限定

默认采用三维右手笛卡尔直角坐标系，拉丁字母指

标 (i, j, k...) 取值范围为 {1, 2, 3}，分别严格对应空间

直角坐标系的 x、y、z 三个坐标轴方向。
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本书采用的求和规则

01 在三维笛卡尔坐标系中，空间指标i, j, k...取值均为 1, 2, 3；矢量分量v ᵢ依次对应坐标轴方向的分量 v₁, v₂, v₃。

02
自动求和约定：同一乘积项中，若某指标恰好成对出现（两次），则默认对该指标从 1 到 3 求和，无需写出求和符

号Σ。

03
自由指标规则：若指标在乘积项中仅出现一次，称为自由指标，不求和。此时等式需对该指标的所有取值（1,2,3）

均成立。

04
禁止三重复：同一指标在单个乘积项中严禁出现三次或更多次，此类表达式无物理意义，是初学者最易犯的书写错

误。

05
显式声明例外：若需对非重复指标求和，或刻意不对重复指标求和时，必须显式写出求和符号或附加文字说明，避

免歧义。

关键注意：规则仅适用于由“+”或“-”分隔的每一个单项，而非对整行公式的指标次数做笼统统计，请务必逐项检查
！

6



求和指标（哑指标）：内部求和变量

定义：在一个乘积项中出现两次、且仅出现两次的指标被称为求和指标

，也称作“哑指标（Dummy Index ）”或缩并指标，其本质是隐含对该指

标所有维度的遍历求和。

核心性质与换名规则

• 占位符特性：哑指标仅代表求和过程，字母本身无意义，可任意替换（

如 u ᵢvᵢ = ujvⱼ）。

• 关键约束：换名时不可与同项中的自由指标重名，也不可使两个独立的

求和指标合并为同一个字母，否则会破坏运算逻辑。

典型错误：指标冲突
例：A ᵢⱼB ⱼₖC ₖ中 j、k 是独立哑指标，可写为 A ᵢₘBₘₙC ₙ，但绝不可将 j、k 都改为

m （会变成 A ᵢₘBₘₘCₘ，导致指标 m 出现四次，违背求和规则，造成数学意义

上的混乱）。

程序思维：循环变量类比

# 模拟哑指标求和 (向量点积)

total = 0.0

for loop_var in range(3):

total += u[loop_var] * v[loop_var]

本质解读：

代码中的循环变量 loop_var 就是数学中的“哑

指标”。无论将其改名为 i、j 还是 temp ，它都

只是一个用于遍历的临时占位符，完全不影响最

终的求和结果。这正是“哑指标”名称的由来—

—它是一个“哑巴”变量，本身无实际值。
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自由指标：结果分量的标签

01 / 核心定义

在张量方程的任意单项中，只出现一次且不参与求和过程的指标，被

称为“自由指标”。它的每一个取值都代表一个独立的分量方程，决

定了最终结果的维度属性。

02 / 典型示例解析

方程 yᵢ = Aiⱼxⱼ中，指标i是自由指标（仅出现一次），指标 j 是哑指标

（成对出现）。i 取 1, 2, 3 时分别对应三个独立的代数方程，构成了向

量 y 的三个分量。

自由指标数 = 张量阶次（记忆法则）

• 0 个自由指标→标量(如：u ᵢvᵢ，点积结果)

• 1 个自由指标→矢量(如：A ᵢⱼxⱼ，矩阵乘向量)

• 2 个自由指标→二阶张量(如：A ᵢₖB ₖⱼ，矩阵乘法)

计算机视角：程序循环的类比

# 初始化结果向量 (对应自由指标的空间)

y = [0.0, 0.0, 0.0]

# i: 自由指标 = 外层循环 (决定输出位置)

for i in range(3):

y[i] += A[i][j] * x[j] # j: 哑指标 = 内层求和

核心映射逻辑：

自由指标就像程序中的外层循环变量或输出数组的索引，它控

制着结果的维度和具体位置；而哑指标则是负责内部累加的循

环变量，计算结束后会被“收缩”掉，不会出现在最终结果的

维度中。
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概念辨析：对流加速度的指标结构

对流项 𝑢ⱼ𝜕ⱼ𝑢ᵢ的几何与指标结构：图示直观呈现了非均匀速度场中，局部速

度梯度沿流线方向的投影关系。

𝑎𝑖
conv

= 𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 = 𝑢𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

❖自由指标 (i)：标识输出加速度的三个独立分量
（x/y/z方向），决定了方程的矢量维度与物理意义
。

❖哑指标 (j)：代表对三个坐标方向的遍历求和，
求和后指标消失，体现了空间导数的叠加与耦合效
应。

物理本质：算子 u ⱼ❖ⱼ即速度与梯度的点积(u·❖)，

描述了质点沿速度方向的“空间变化率加权”，是流

体力学中描述输运与扩散效应的基础语言。
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课堂互动 1：指标角色识别

不展开求和，直接判断下列表达式中的自由指标和哑指标，并说出结果类型（标量/矢量/二阶张量）
。

01表达式：A ᵢⱼB ⱼₖC ₖ→ 指出自由指标与哑指标，并判断结果是标量、矢量还是二阶张量？

02表达式：σjin ⱼ→ 自由指标是哪个？该运算结果作为张量，在三维空间中有多少个分量？

03表达式：u ⱼ❖ⱼu ᵢ→ 若将式中所有的 j 替换为 i，此操作是否合规？请简述核心原因。

10



互动 1 参考答案

01. 表达式 A ᵢⱼB ⱼₖC ₖ解析

自由指标为i（仅出现1次，决定结果维度）；哑指标为j、k（各出现2次，分别独立求和）。运算结果为矢量（保留1个自由指标），需注

意 j 和 k 是两个独立的求和循环，不可合并混淆。

02 . 表达式 σjin ⱼ 解析

自由指标为i，哑指标为j。结果为矢量，含3个分量（i=1,2,3），对应经典的柯西应力公式ti = σjin ⱼ，描述了作用在任意斜面上的应力矢量

与应力张量、单位法向量的关系。

03 . 误区警示：u ⱼ❖ⱼu ᵢ 中把 j 改成 i？

绝对不可！替换后变为 u ᵢ❖ᵢu ᵢ，指标 i出现3次，违反“同一指标在同一项中出现次数不能≥3次”的铁律。哑指标换名时，新名称必须是

未被使用的“空闲”指标，严禁与现有自由指标或其他哑指标冲突。

核心口诀：出现 1 次 = 自由指标，出现 2 次 = 哑指标（求和），出现≥3 次 = 非法！
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张量方程的指标语法检查（上）

01 规则一：每个乘积项中的哑指标必须恰好出现两次

正例：A ᵢⱼx ⱼ （哑指标 j 恰好出现两次）
符合爱因斯坦求和约定，哑指标成对出现完成缩并，运算逻辑

自洽。

反例：A ᵢᵢx ᵢ （哑指标 i 出现三次）
标准约定下无明确数学定义，无法确定缩并方式，属于语法错

误。

02 规则二：等式两端及加减项的自由指标必须完全一致

正例：T ᵢⱼ = σji-pδiⱼ （自由指标均为 i,j）
等式左右及每一项的自由指标集合完全匹配，保证了张量的阶

数和物理维度一致。

反例：y ᵢ = AᵢⱼB ⱼₖxₖ + Cᵢₘ（自由指标不匹配）
第一项仅含自由指标 i，第二项含 i 和 m ，指标集合不同，违背

张量运算的基本法则。

核心洞察：语法检查是指标运算的“编译器”——不合法的表达式在物理上没有意义，是推导中首要排查的逻辑错误。
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张量方程的指标语法检查（下）

规则三：同一等式两端的自由指标可以整体改名，但不能只改一侧

❖合法操作：整体替换

yᵢ = Aᵢⱼxⱼ ⟺ yₖ = Aₖₗxₗ（两端同步改名，保持平衡）

✗语法错误：单边修改

yᵢ = Aₖⱼxⱼ（左端自由指标为i，右端为k，语义矛盾）

标准合规性自查三步法

01 逐项计数
统计每一项中各指标出现的频次，区分
哑指标与自由指标的基础分布。

→
02 哑指标审计
确保哑指标在单项内严格出现且仅出现
两次，杜绝奇数次出现的非法形式。

→
03 自由指标匹配
核对等式左右两端及加减分项的自由指
标完全一致，确保维度平衡。
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课堂互动 2：语法诊断

判断下列表达式是否符合爱因斯坦求和约定？若不合法，指出违反哪条规则。

① C ᵢⱼ = AᵢₖB ₖⱼ ② v ᵢ = Tᵢᵢu ᵢ

③ A ᵢₖB ₖₗC ₗₘxₘ + Dᵢₘxₙ = yi ④ εjiₖu ⱼvₖ = δjiw ⱼ
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核心运算（一）：迹

𝑡𝑟 𝐴 = 𝐴11 + 𝐴22 + 𝐴33 = 𝐴ᵢᵢ

其中 i 为哑指标，代表对矩阵主对角线上的分量进行求和，运算结果为一个标量（不变量）

01. 小应变张量ε
εii是体积应变的一阶近似，直接描
述了微元体体积的相对变化率，是
衡量几何变形中体积胀缩的核心量
。

02. 速度梯度 L ᵢⱼ=❖ ⱼv ᵢ
Lᵢᵢ = ❖ᵢvᵢ即速度散度，表征流场中
流体微团的体积随时间的变化率，
是流体力学中判断压缩性的关键指
标。

03 . 应力张量σ

σii是应力张量的第一主不变量，对
应静水压力的大小，是影响材料体
积变化和屈服准则的重要因素。

重要提示：尽管数学形式都是对角求和，但不同物理张量的“迹”含义截然不同。切勿将所有矩阵的迹都简单等同
于“体积膨胀”，必须结合具体的物理背景（变形、运动或力的平衡）进行解读。
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核心运算（二）：二阶张量与矢量的乘积

01 通用数学形式：线性变换的表达

yᵢ = Aᵢⱼ xⱼ

• 自由指标 i：决定输出矢量 y 的分量方向，对应结果的维度

• 哑指标 j：对输入矢量 x 的分量求和，实现维度缩并，体现线性叠加性

02 工程实例：柯西应力定理 (Cauchy's Formula)

tᵢ⁽ⁿ⁾ = σᵢⱼ nⱼ
• σji：二阶应力张量（变换规则），描述点的应力状态

• n ⱼ：面元法向矢量（输入），ti：面力矢量（输出），将“方向”映射

为“力”

运算本质：线性映射的“黑箱”模型

输入：矢量 x (几何量)
包含3个独立的方向与大小分量，作为变换的“初始原
料”，不改变物理维度。

核心：张量 A (变换规则)
由9个分量构成的“系数矩阵”，定义了如何对输入矢
量进行缩放、旋转与重组，是映射的灵魂。

输出：矢量 y (结果量)
经过线性变换后得到的新矢量，其分量值由爱因斯坦求
和约定自动完成计算，保持矢量特性。

关键总结：二阶张量不仅是一个数组，更是连接两个矢量的“线性变换算子”。这种“输入-变换-输出”的结构是描述固体力学变形与受

力的基石。
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核心运算（三）：转置、对称与反对称

01 转置运算

若 B ᵢⱼ = Ajᵢ

则 B = AT

核心定义：交换张量两个指标的位

置。这是后续所有对称性质讨论的

基础。

02 对称张量

A ᵢⱼ = Ajᵢ

物理实例：应力张量、应变张量

独立分量：6个（3个对角项 + 3个

非对角项）

03 反对称张量

A ᵢⱼ = -A ⱼᵢ

关键特性：对角分量必为零

独立分量：3个（对应角速度等轴矢

量）

核心洞察：指标顺序不是书写习惯，而是有物理含义——交换指标对应转置操作，直接决定了张量在物理空间中的
变换行为。

17



核心运算（四）：矩阵乘法

图2-2 矩阵乘法 C ᵢₖ=A ᵢⱼB ⱼₖ中自由指标与哑指标的作用示意

图。图示直观展示了“行乘列”的对应关系与求和过程。

Cᵢₖ = AᵢⱼBⱼₖ

01 指标角色辨析

哑指标 j (求和指标)
负责“行乘列”的内部累加，求和后
该指标在结果中消失，遵循爱因斯坦
求和约定。

自由指标 i, k (定位指标)
决定结果矩阵 C 的具体位置：i 对应
行号，k 对应列号，遍历所有组合生
成完整矩阵。

02 实例展开：C ₁₂的计算

固定 i=1, k=2，对 j 求和：C ₁₂ = A₁₁B ₁₂ + A₁₂B ₂₂ + A₁₃B ₃₂
即：矩阵 A 的第 1 行与矩阵 B 的第 2 列对应元素相乘再相加。

运算口诀：先定位置（自由指标），后算累加（哑指标）。
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核心运算（五）：点积与双点积

01 . 矢量点积 (Dot Product)

a · b = aᵢbᵢ

运算本质：上下指标完全消去，结果为标量，描述两个矢
量的投影关系与相似度。

02. 二阶张量双点积 (Double Dot)

A : B = AᵢⱼBᵢⱼ = tr(AᵀB)

运算本质：两个指标同时缩并求和，结果为标量。若张量
对称，可简化为 tr(AB)。

运算规则与结果维度对比

运算形式 指标记法 (Einstein求和) 结果类型与物理意义

矢量点积(a · b) aᵢbᵢ (单指标缩并) 标量 (0自由指标) -能量/投影

矩阵乘法 (AB) AᵢⱼBⱼₖ (单指标缩并) 二阶张量 (2自由指标) -变换

19



概念辨析：A ᵢⱼA ᵢⱼ与 A ᵢⱼA ⱼᵢ不是同一种缩并

01. 分量平方和：A ᵢⱼA ᵢⱼ

= A₁₁²+A₁₂²+A₁₃² + A₂₁²+A₂₂²+A₂₃² + A₃₁²+A₃₂²+A₃₃²

= ‖A‖F² = tr(AᵀA) （结果恒非负）

本质是矩阵的 Frobenius 范数平方，所有元素各自平方后累

加，不涉及交叉项。

02. 转置配对和：A ᵢⱼA ⱼᵢ

= A₁₁²+A₂₂²+A₃₃² + 2(A₁₂A₂₁+A₁₃A₃₁+A₂₃A₃₂)

= tr(A²) （矩阵自乘后的迹）

涉及非对角元素的交叉乘积项，结果依赖于矩阵的对称性，

可能出现负值。

直观反例：设 𝐴 =
0 1 0
−2 0 0
0 0 3

计算得：A ᵢⱼA ᵢⱼ = 0²+1²+0²+(-2)²+0²+0²+0²+0²+3² =14

而 A ᵢⱼA ⱼᵢ = 0 + (1×-2) + 0 + (-2×1) + 0 + 0 + 0 + 0 + 9 =5

关键结论：二者仅在矩阵对称 (A=Aᵀ) 时才相等。切勿仅凭

“指标重复”就混淆缩并方式，必须严格检查指标的上下标配

对顺序，这是张量运算中极易出错的关键点。
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工程例题 2-1：线弹性应变能密度的指标展开

工程案例：在线弹性、小应变条件下，应变能密度为 W = ½ σjiεji。完全展开该式，并说明张量剪应变与
工程剪应变的关系。

解答前先审计（四问）

01 指标类型判定：无自由指标（i,j均为哑指标），遵循爱因斯坦
求和约定，结果为确定数值。

02 物理量本质：二阶张量的双点积运算，缩并后降为零阶张量（
标量），符合能量密度的物理意义。

03 展开规模预估：三维空间下指标取1,2,3，共 3×3=9 项，包含
正应力应变积与剪应力应变积。

04 对称性简化：应力与应变张量均对称（σji=σij），非对角项成
对相等，最终仅保留6类独立分量。

课堂互动：补全展开式第一项→σjiεji= σ₁₁ε₁₁ + σ₁₂ε₁₂ + ______ + σ₂₁ε₂₁ + σ₂₂ε₂₂ + ❖ （提示：按指标顺序 i=1时，j遍历

1,2,3）
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工程例题 2-1 解答：从九项到六类独立分量

01. 应变能密度的完全展开形式

W = ½ [ σ₁₁ε₁₁ + σ₂₂ε₂₂ + σ₃₃ε₃₃

+ σ₁₂ε₁₂ + σ₂₁ε₂₁ + σ₁₃ε₁₃ + σ₃₁ε₃₁

+ σ₂₃ε₂₃ + σ₃₂ε₃₂ ]

利用本构对称性(σji=σij, εᵢⱼ=εij) 合并同类项，消去冗余指标：

W = ½(σ₁₁ε₁₁ + σ₂₂ε₂₂ + σ₃₃ε₃₃)

+ σ₁₂ε₁₂ + σ₁₃ε₁₃ + σ₂₃ε₂₃

02. 工程剪应变的因子2约定

为符合工程习惯，定义工程剪应变为张量剪应变的2倍：

γ₁₂ = 2ε₁₂，γ₁₃ = 2ε₁₃，γ₂₃ = 2ε₂₃

（其中 τji代表工程剪应力，数值上τji= σji）

代入后得到便于工程计算的形式：

W = ½(σ₁₁ε₁₁ + σ₂₂ε₂₂ + σ₃₃ε₃₃ + τ₁₂γ₁₂ + τ₁₃γ₁₃ + τ₂₃γ₂₃)

易错点警示：指标记法中(i,j)和(j,i)是两项，工程剪应变已含
因子2。切勿混淆张量剪应变 εji与工程剪应变 γji，需严格区
分系数。
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数字赋能 02-A：利用 NumPy 验证求和约定

运行前预测（输出形状）

指标表达式 预测输出 (3维空间下)

ij, j → i 长度为 3 的一维矢量 (Vector)

ij, jk → ik 3 × 3 二维矩阵 (Matrix)

ij, ij → (空) 标量 (Scalar，单一数值)

ijk, j, k → i 长度为 3 的一维矢量 (Vector)

einsum 核心语法机制

np.einsum(subscripts, *arrays)

• 逗号分割输入：区分不同数组的维度指标

• 箭头指向输出：明确保留的维度，无则为标量

• 隐式求和：仅在输入中出现的重复指标自动求和

经典场景解析
'ij,jk->ik'：标准矩阵乘法，收缩 j 轴

'ij,ij->'：矩阵点积（Frobenius内积）

'ii->'：求矩阵的迹（Trace）

计算思维养成：先通过指标逻辑推导输出形状，再运行代码验证。这是将抽象数学符号转化为具体计算逻辑的关键训练，拒绝盲目编
写代码。
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数字赋能 02 -A：核心代码与结果验证

关键代码（节选）

# 1. 小矩阵手算验证：直接核对数值
A, B = np.arange(1,5).reshape(2,2), 

np.arange(5,9).reshape(2,2)

C_einsum = np.einsum('ij,jk->ik', A, B) # 爱因斯坦求和
# 2. 广义运算对比：范数与迹
norm_sq = np.einsum('ij,ij->', A, A) # Frobenius范数平方
trace_AA = np.einsum('ij,ji->', A, A) # 矩阵平方的迹

验证结果与结论

结果一致：einsum 计算结果与 Python 内置 @ 运算

符完全吻合。

非交换性：AB ≠ BA，矩阵乘法顺序直接决定结果差

异。

双点积交换律：A:B = B:A，内积运算不随矩阵顺序

改变。

范数非负性：A ᵢⱼA ᵢⱼ = ‖A‖F² ≥ 0，仅当 A 为零矩阵

时取等。

核心逻辑解读
einsum 的本质是“指标约定”：箭头右侧定义输出维度，仅

在输入侧出现的重复指标会被自动求和。这统一了从矩阵乘

法到张量收缩的多种运算形式。
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应用窗口一：功与功率

力与速度夹角对瞬时功率符号的影响：夹角θ决定功率正负，路径决

定功的累积效应。

01 微元功与路径积分
微元功：𝑑𝑊 = 𝐹 ⋅ 𝑑𝑟 = 𝐹𝑖 𝑑𝑥𝑖
总功：𝑊 = 𝐶׬ 𝐹 ⋅ 𝑑𝑟（沿路径C对力场进行线积分）

瞬时功率 𝑃 = 𝐹 ⋅ 𝑣 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝐹𝑖𝑣𝑖

P > 0 (θ<90°)
力做正功，向系统输入
机械能，表现为加速或
储能。

P = 0 (θ=90°)
力与速度正交，仅改变
方向不做功（如圆周运
动）。

P < 0 (θ>90°)
力做负功，系统向外输
出能量，表现为减速或
耗能。

概念辨析：切勿混淆 dr、v、dv
∫F·dv 不是功率公式！dr是位移元，v是速度矢量，dv是速度增量
，三者物理意义与量纲完全不同，混淆会导致根本性错误。
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应用窗口二：刚体速度投影约束

刚体内两点A、B的速度投影约束示意图，展示了速度矢量在连线上

的分量关系。

设刚体上两点 A、B 的位矢差为 𝒓𝐵𝐴 = 𝒓𝐵 − 𝒓𝐴，单位方向矢量为

n。由刚体运动学，两点速度满足 𝒗𝐵 − 𝒗𝐴 = 𝝎 × 𝒓𝐵𝐴 。由于叉乘

结果垂直于 𝒓𝐵𝐴 ，两边点乘n后，转动项被消去，从而得到核心

约束方程。

𝒗𝐴 ⋅ 𝒏 = 𝒗𝐵 ⋅ 𝒏
指标形式： 𝑣𝑖

𝐵 − 𝑣𝑖
𝐴 𝑛𝑖 = 0

物理本质：这是刚体“不可伸长”的数学表达。两点间的相对速

度仅由绕连线的转动引起，沿连线方向无相对运动分量，保证了

刚体内部距离守恒。

延伸：该约束不适用于可变形体，其相对速度由速度梯度张量（含变

形与旋转）决定，详见第4章。

26



微分算子预览：为什么❖ᵢ 不是普通标量

01 普通标量分量：代数交换律成立

标量分量（如 A ᵢⱼ, Bjk , xk）本质是数值，遵循乘法交换律：

①分量与变量自由交换：A ᵢⱼxⱼ = xjA ᵢⱼ

②张量分量间可交换：A ᵢⱼB ⱼₖ = BⱼₖA ᵢⱼ

02 微分算子❖ᵢ：不可随意交换！

❖ᵢ是求导运算符号，非数值，作用对象必须明确：

关键区别：

• 遵循乘积法则：❖ᵢ(fg) = f❖ᵢg + g❖ᵢf

• 不可交换：f❖ᵢ≠ ❖if （前者是算子，后者是对f求导）

重要示例：标量场的全微分

dφ = (∂φ/∂xᵢ)dxᵢ = ∂ᵢφ dxᵢ = ∇φ · dx
i 为哑指标，代表梯度分量与位移增量的缩并

核心意义解析：

这不仅是多元函数的链式法则，更是标量场在局部邻域内的一阶线性

近似。它将微分算子的作用具体化，展示了指标记法如何简洁地描述

复杂的微分关系。

后续预告：第4章将系统探讨梯度、散度、旋度中微分算子的

指标运算规则。
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阶段小结：指标记法的核心能力

01 识别

自由指标决定输出结构

哑指标实现内部缩并

阶次 = 自由指标数量

02 审计

哑指标必须成对出现

等式两端自由指标一致

加减项结构严格匹配

03 运算

迹、矩阵乘与点积规则

双点积与转置的表达

缩并方式定义物理含义

04 翻译

指标式 矩阵显式

指标式 矢量分量

兼容 einsum 现代记法

接下来引入两个特殊符号 δji和 εjiₖ，它们是化简指标表达式、揭示张量对称性的核心数学工具，也是连接代数与几

何的桥梁。
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2.2

克罗内克δ 符号

单位张量、筛选与换标

Kronecker Delta — The Identity Tensor and Index Substitution



克罗内克δ 符号：定义与几何意义

01 / 代数定义：分段张量分量

数学表达：δji= 1（当 i = j，主对角线元素）；δji= 0（当i ≠ j

，非对角线元素）。

物理本质：它是二阶单位张量 I 在笛卡尔正交坐标系下的分量

表达，是张量分析中最基础的符号之一。

02 / 矩阵表示（三维空间）

𝛿𝑖𝑗 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

注：n维空间对应n阶单位矩阵，仅主对角元为1，其余为0。

01 / 几何直观：基矢的正交归一性

正交基矢量的内积法则：e ᵢ· ej = δji。

几何解读：相同基矢量点积为1（体现归一性，即模长为1），

不同基矢量点积为0（体现正交性，即相互垂直），这是欧氏空

间度量的核心。

02 / 缩并性质：连接空间维数

指标缩并求和：δii= n（n为空间维数）。

三维实例：δii= δ₁₁ + δ₂₂ + δ₃₃ =3（易错点：不是1，而是维度

总数）。

这是简化矢量与张量运算的关键恒等式。

核心认知：δji并非传统意义上的“数值函数”，而是单位张量 I的分量符号，它是连接代数运算与几何度量的桥梁，为后续学习各向
同性张量奠定基础。
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δ 的核心作用：筛选与换标

01 筛选性质

δᵢⱼuⱼ = uᵢ

展开验证：δjiu ⱼ = δi₁u₁ + δi₂u₂ + δi₃u₃。对任意给定的自由指标 i，克罗内克函数δji仅在 j=i 时取 1，其余项均为 0，

从而精准“筛选”出与 i 对应的分量。

02 对高阶张量的换标运算

① δᵢₘAₘⱼ = Aᵢⱼ （哑标 m 收缩，替换为行标 i）

② Aᵢₘδₘⱼ = Aᵢⱼ （哑标 m 收缩，替换为列标 j）

③ δᵢₖδₖⱼ = δᵢⱼ （δ 符号自身的换标与简化）

换标操作三步走：

1. 找哑标：识别求和符号中重复出现的指标；

2. 做替换：用δ 的自由指标替换张量中的哑标；

3. 消符号：完成替换后直接移除δ，简化表达式。

31



页内即时练习：δ 的化简

不展开求和号，直接利用 δji的筛选与换标作用化简：

01.δjiA ⱼₖ = ?
基础型：单因子直接换标

02.δjiAₖᵢ = ?
易错型：注意指标的前后顺序

03.δji δjk δkᵢ = ?
进阶型：连续换标与维数收缩

解①：A ᵢₖ

δji将 A ⱼₖ中的哑指标 j 替换为 i，利用筛选性直

接消去求和号，结果为 A ᵢₖ。

解②：A ₖⱼ

δji将 Aₖᵢ的上标 i 替换为 j，注意保持原指标顺

序（k 在前，被替换的 i 在后），切勿写成 A ⱼₖ

。

解③：3

连续换标后得到 δii，在三维空间（如笛卡尔

坐标系）中，克罗内克δ 的迹为 1+1+1=3 。

核心警示：第②题是高频丢分点！δ 仅进行指标替换，绝不改变张量原有的上下标位置和左右顺序。
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δ 的常见缩并汇总

δᵢᵢ = 3

三维欧氏空间的基础维数因子，是δ对自身指标单重缩并
的结果，直接对应空间的维度数量。

δᵢⱼδᵢⱼ = 3

双重缩并的特殊恒等式，对两组重复指标分别求和后结果
仍为3，体现了单位张量的归一化特性。

δᵢⱼδⱼₖ = δᵢₖ

指标传递性缩并，如同单位矩阵的矩阵乘法，消除中间哑
指标j，直接建立起指标i与k的一一对应关系。

δᵢⱼAᵢⱼ = Aᵢᵢ = tr(A)

δ与二阶张量的双点积等价于求迹运算，即提取张量主对
角元素之和，是连接张量缩并与矩阵代数的桥梁。

记忆策略：将δ视为“指标置换开关”，其核心作用是把一个指标替换为另一个，反复利用这一规则消除哑指标，即可
快速完成复杂张量的化简直觉。
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工程例题 2-2：利用 δji化简张量表达式

【题目要求】化简如下张量表达式，其中 δji为克罗内克符号（
Kronecker Delta）：
T ᵢ = Ak ₘδm ᵢxₖ + λδⱼⱼδikxₖ

01 / 分步化简逻辑拆解

❖第一项：利用δ 的“换标”特性
哑指标 m 被δm ᵢ筛选，直接替换指标：Aₖₘδm ᵢxₖ = Ak ᵢxₖ

❖第二项：缩并(δjj=3) + 筛选(δikxₖ=x ᵢ)
三维空间中 δjj求和为 3（维数因子），δik 筛选出 xᵢ，得：3λxi

最终结果：T ᵢ = Aₖᵢxₖ + 3λxi

核心易错点与注意事项

1. 警惕矩阵转置误区
Aₖᵢxₖ等价于 (Aᵀ)iₖxₖ，通常≠ Aiₖxₖ。只有当张量 A 

是对称张量时，两者才相等。

2. 不可遗漏的维数因子
δjj的缩并结果等于空间维数 n（通常 n=3），这是

学生在作业中最容易漏掉的关键常数。

化简后审计检查：等式两端自由指标均为 i（一致性
检查通过），结果为一阶张量（矢量），符合物理量纲。
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静水压力中的单位张量

01 静止流体应力张量的数学表达

σji = -pδiⱼ（拉应力为正，压力 p > 0，δji为单位张量）

任意法向 n ⱼ截面上的面力：ti = σjin ⱼ = -pδiⱼn ⱼ = -pn ᵢ

核心物理结论

面力始终沿截面内法线的反方向，且不存在任何切向分量。这一结论揭示

了静止流体的本质属性——无法承受剪切力，一旦存在切向力差，流体将产

生宏观流动，这也是区分流体与固体力学行为的关键判据。

02 物理图像与工程内涵

各向同性的体现：静水压力具有旋转不变性，无论微元体
的朝向如何，所受压强大小始终一致，这是流体宏观均匀性
的直接数学表达。

单位张量的筛选机制：δji如同数学“开关”，仅保留与法
线方向一致的分量，严格剔除切向效应，从根本上证明了静
止流体无剪力的特性。

工程设计的理论根基：从深海潜水器的耐压壳体设计，到
核电站冷却系统、液压油缸的强度校核，δji提供了最基础的
应力状态描述工具。

课程思政· 严谨铸就安全：看似抽象的张量符号，实则是保障压力容器、深海装备等国之重器安全的“隐形卫士”。工程力学的每

一个公式，都承载着对生命安全的承诺，是工程师“严谨求实、精益求精”职业素养的基石。
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数字赋能：用单位矩阵验证δ 的换标

01 运行前判断：δ 的运算逻辑

①标量缩并：δᵢᵢ = 3(三维空间迹)

②矢量筛选：δᵢⱼuⱼ = uᵢ(提取分

量)

③矩阵还原：δᵢₘAₘⱼ = Aᵢⱼ(左乘

不变)

④矩阵求迹：δᵢⱼAᵢⱼ = tr(A)(对
角线求和)

02 关键代码 (NumPy Einsum)
import numpy as np

delta = np.eye(3) # 构建3阶单位矩阵

print(np.einsum('ii->', delta)) # 验证：输出 3

print(np.einsum('ij,j->i', delta, u)) # 验证：输出原矢量 u

print(np.einsum('im,mj->ij', delta, A)) # 验证：输出原矩阵

A

print(np.einsum('ij,ij->', delta, A)) # 验证：输出矩阵的迹

03 验证结果反馈

标量验证：输出严格等于 3，符合单位矩阵性质

矢量验证：结果与输入矢量完全一致 (误差 < 1e-15)

矩阵验证：输出矩阵与原矩阵逐元素精确匹配

迹验证：结果等于 np.trace(A)，符合定义

深度思考：交换次序会改变结果吗？

思考：若写成 np.einsum('j,ij->i', u, delta)，结果是否变

化？

结论：完全不变。因为张量缩并本质是标量分量的相乘与

求和，标量乘法满足交换律，因此输入顺序不影响数值结

果。
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课堂互动 3：δ 化简快答

利用 δji的筛选与换标性质，直接写出化简结果：

01

𝛿ᵢⱼ𝛿ⱼₖ𝛿ₖₗ = ?

02

𝛿ᵢⱼ𝐴ⱼₖ𝛿ₖₘ = ?

03

𝛿ᵢⱼ𝛿ₖₗ𝐴ᵢₖ𝐵ⱼₗ = ?

04

𝛿ᵢⱼ𝛿ₖₗ + 𝛿ᵢₖ𝛿ⱼₗ + 𝛿ᵢₗ𝛿ⱼₖ 𝐴ⱼₖ = ?
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δ 符号小节

δji = 单位张量的分量 = 指标的“筛选器”和“替换器”

01 筛选机制
δjiu ⱼ = uᵢ
对求和指标进行精准“过滤”，仅保留

与自由指标 i 完全匹配的分量，剔除所有

不相关项，是指标运算的基础筛选工具

。

02 指标替换
δim Aₘⱼ = Aᵢⱼ
充当指标的“重命名”工具，将张量中

的哑指标 m 直接替换为自由指标 i，极

大简化了张量收缩与代数运算的书写。

03 维数收缩
δii= 3（三维空间）
当上下指标相同时进行缩并，其结果直

接等于空间的维度数，是快速判断空间

维度或简化迹运算的关键性质。

接下来引入 εjiₖ——它编码空间取向，是描述叉积和反对称结构的核心工具。
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2.3

列维–奇维塔ε 符号

空间取向、叉积与反对称结构

Levi-Civita Symbol — Orientation, Cross Product and Antisymmetry



ε 符号：定义与完全反对称性

01 / 数学定义（右手正交基下）

+1 偶排列：当 (i,j,k) 为 (1,2,3) 的偶置换时（如 123, 231, 312）

，保持正号。

-1 奇排列：当 (i,j,k) 为 (1,2,3) 的奇置换时（如 132, 213, 321）

，符号取反。

0 重复指标：若任意两个指标相同（如 112 , 233），分量直接为

零。

特征：3³=27个位置中，仅6个非零分量，具有高度稀疏性。

02 / 核心性质：完全反对称性

交换变号
任意交换两个指标，符号翻转：

εjki = -εikj = -εikⱼ

循环不变
指标循环移位，符号保持：

εjki = εikj = εjik

重要推论：对称张量的缩并湮灭

若 S ⱼₖ = Sₖⱼ (对称张量)，则εjiₖS ⱼₖ≡ 0

证明：交换哑指标 j,k，S 保持不变，而ε 变号，等式两边互为相反数

，故只能为零。这是证明应力张量对称性的关键。
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排列判断卡 + 即时练习

01 偶排列（循环移位）

序列：(123) → (231) → (312)

结果判定：+ 1

02 奇排列（逆序变换）

序列：(132 ) → (321 ) → (213 )

结果判定：-1

03 存在重复指标

特征：任意两个指标相同 (如 112)

结果判定：0

快速判断挑战

①ε₃₁₂ = ?   ②ε₂₃₁ = ?   ③ε₂₃₂ = ?

④ε₁₃₂ = ?   ⑤ε₃₂₁ = ?   ⑥ε₁₁₂ = ?

参考答案： +1 ， +1 ， 0 ， -1 ， -1 ， 0

记忆口诀：先查重复定零值，循环移位得正一，其余逆序皆为负。
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叉积的指标表达

叉积的分量形式可通过列维-奇维塔符号 (ε) 转化为简洁的代数语言，
将几何运算转化为指标运算：

wᵢ = εᵢⱼₖ uⱼ vₖ

▍指标语义解析

自由指标 (i)：决定输出向量 w 的分
量方向（如 w ₁, w₂, w₃），在等式两
侧仅出现一次。

哑指标 (j, k)：遵循爱因斯坦求和约
定，遍历 1,2,3 并累加，公式中成对
出现，名称可随意替换。

展开示例 (i=1)：w ₁ = ε₁₂₃u₂v₃ + ε₁₃₂u₃v₂ = u₂v₃ -u₃v₂

同理可得 w ₂ = u₃v₁ -u₁v₃，w ₃ = u₁v₂ -u₂v₁（符合右手定则）

代数证明：反交换性 v × u = -(u × v)

1.定义展开：(v × u)ᵢ = εkji vⱼ uₖ

2.反对称性：= -εik ⱼ vⱼ uₖ (交换 j,k，ε变号)

3.哑指标重命名：= - εjki u ⱼ vₖ (k j，求和不变)

4.回归定义：= -(u × v)i

核心结论：叉积的反交换性本质上是列维-奇维塔符
号反对称性的直接体现，无需依赖几何直观即可严
格推导。
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力学中的统一反对称结构

图2-5 三类常见叉积力学关系：力矩、角动量、刚体转动速度

物理关系 矢量形式 指标形式

力对点O的力矩 𝑀𝑂 = 𝑟 × 𝐹 𝑀𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑗𝐹𝑘

质点对点O的角动量 𝐿𝑂 = 𝑟 × 𝑚𝑣 𝐿𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑗𝑚𝑣𝑘

刚体点P的速度 𝑣𝑃 = 𝑣𝑂 + 𝜔 × 𝑟𝑃/𝑂 𝑣𝑖
𝑃 = 𝑣𝑖

𝑂 + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗 𝑟𝑃/𝑂 𝑘

三者共享同一代数骨架 𝑐𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘。ε统一编码了三维反对称耦合、空间取向和轴矢量结构。
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拓展辨析：极矢量与轴矢量

极矢量（Polar Vector）

描述物理量空间指向的基础矢量，遵循直观的几何变换规则，
直接对应位移、速度等可观测的方向量。

典型实例：位置r · 速度 v · 力 F · 电场 E

坐标旋转
分量按投影规则线性变换，符合
直觉的方向改变。

镜像反射
垂直镜面的分量反向变号，平行
分量保持不变。

轴矢量（Axial Vector）

又称“赝矢量”，由两个极矢量叉乘产生，描述旋转的轴线方
向与旋向，与坐标系的“手性”紧密相关。

典型实例：力矩M · 角动量L · 角速度ω · 磁场 B

坐标旋转
变换规律与极矢量完全一致，数
学形式无差别。

镜像反射
整体多出一个负号（即方向不变
），表现出伪矢量特性。

核心启示：置换符号 εjki 本质是“定向”的度量，它统一了叉积的反对称数学结构，但其存在不改变物理量的极性类别。这种极

性差异在分析物理定律的客观性（如本构关系）时至关重要，也是理解张量代数几何意义的关键。
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基矢量叉积与标量三重积

01 基矢量叉积：置换符号的几何根基

利用克罗内克δ与置换符号的缩并性质，基矢量叉积可简化

为：

(em × eₙ)i = εkjiδjm δkₙ = εimₙ

由此直接导出核心关系式：eₘ× eₙ = εmₙᵢ e ᵢ

右手坐标系验证：

正序：e₁×e₂=e₃, e₂×e₃=e₁, e₃×e₁=e₂

反序：e₂×e₁=-e₃（体现置换符号的全反对称性）

02 标量三重积：代数形式与几何意义的统一

定义式（混合积）：

u · (v × w) = εjki u ᵢ v ⱼ w ₖ

这是连接张量代数运算与空间几何度量的关键纽

带。

空间手征性

J>0为右手取向，J<0为左手取向，

反映坐标系旋向。

线性相关性

若J=0，则三矢量共面（线性相关）

，体积退化为0。

几何体积度量

|J| 等于由u, v, w构成的平行六面体

的几何体积值。

理论应用基础

是雅可比行列式、体积元变换及场论

分析的核心工具。
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标量三重积与有向体积

标量三重积与有向体积：遵循右手螺旋定则的矢量排列为正取向（

J>0）；任意交换两个矢量的顺序，会导致空间取向翻转，体积符号

变为负（J<0），直观体现了置换的反对称性。

01 几何直观：体积的“方向”
以 v, w 张成的平行四边形为底面，面积矢量为v × w 。矢量 u 在该面

积矢量方向上的投影决定了“高度”。标量三重积J = u · (v × w)的

绝对值是平行六面体的体积，其符号则严格对应三个矢量的右手螺旋

取向。

02 代数本质：行列式与置换符号
若矩阵 A = [u v w]（列向量），则 det(A) = εᵢⱼₖ A ᵢ₁A ⱼ₂Aₖ₃。完全反对称符

号 εjki 在此处将矢量的叉乘运算转化为矩阵的行列式，建立了几何体积

与代数行列式的严格等价关系。

03 物理延伸：雅可比行列式的意义
在坐标变换中，雅可比 J 刻画了局部体积的伸缩比例。其符号至关重

要：正号表示保持右手系（保向），负号表示镜像翻转（反向），这

是描述变形梯度与体积守恒的基础。
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工程例题 2-3：航天器姿态动力学中的陀螺项

工程案例· 航空航天

在航天器刚体姿态动力学中，旋转运动受惯性张量与角速度的耦

合影响。核心物理量定义如下：

1. 刚体角动量：𝐻𝑘 = 𝐼𝑘ℓ𝜔ℓ（Einstein求和约定）

2. 陀螺耦合力矩：𝑴 = 𝝎×𝑯

任务要求：将陀螺力矩用指标记法展开，并验证指标的平衡关系

。

指标合规性审计

1. 角动量公式𝐻𝑘 = 𝐼𝑘ℓ𝜔ℓ ：

指标 𝑙重复出现（哑指标，隐含求和），𝑘为自由指标，

符合规则。

2. 叉积展开式𝑀𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗𝐻𝑘 ：

指标 𝑗, 𝑘为哑指标（双重求和），𝑖为自由指标，指标平

衡成立。

01 数学推导过程

利用 Levi-Civita 符号表示叉积 𝑎 × 𝑏 𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗𝑏𝑘，代入角动量

公式：

第一步：𝑀𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑗𝐻𝑘
第二步：替换𝐻𝑘 得展开式：

𝑀𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐼𝑘ℓ𝜔𝑗𝜔ℓ 式中 𝑗, 𝑘, 𝑙为哑指标，𝑖 = 1,2,3代表三个坐标轴

方向。

02 物理本质与工程启示

陀螺项本质上是关于角速度𝜔的二次非线性项，它将不同轴向的

角速度分量通过惯性张量耦合在一起。这是姿态控制系统中最棘

手的非线性因素之一。在工程实践中，若忽略此项，当航天器处

于高速旋转或姿态机动时，控制误差将急剧增大，甚至导致姿态

失稳。精确的数学建模是航天任务成功的基石。
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工程例题 2-3 解答：主惯性轴下的陀螺力矩

【前提设定】若动坐标系与刚体主惯性轴重合，惯性张量退化为对角矩阵：I = diag(I₁, I₂, I₃)

此时动量矩分量简化为：H ₁=I₁ω₁，H ₂=I₂ω₂，H ₃=I₃ω₃。（注：I₁/I₂/I₃为各轴主惯性矩的标量值，非指标分量形式）

M ₁分量解析

M ₁ = (I₃ -I₂)ω₂ω₃

由绕2、3轴的角速度耦合产生，其值取决于

垂直轴间的惯性矩差值。

M ₂分量解析

M ₂ = (I₁ -I₃)ω₃ω₁

体现绕3、1轴的惯性耦合效应，揭示了刚体

绕多轴转动时的动力学耦合本质。

M ₃分量解析

M ₃ = (I₂ -I₁)ω₁ω₂

反映刚体惯性分布的非对称性，是引起旋转机

械动不平衡的关键因素之一。

记法说明：本书严格遵循爱因斯坦求和约定，不采用“Ik δkₗ”等易导致指标混淆的特殊记法。主惯性矩统一使用无下标的独立符号I₁, 
I₂, I₃表示，确保张量运算的数学严谨性，避免同一指标在项中出现三次的语法错误。
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数字赋能 02 -C：构造 εjiₖ并验证叉积

01 / 运行前的理论预测

• ε 张量形状应为三维 (3,3,3)

• 缩并 j,k 后输出长度为 3

• 几何上对应右手螺旋定则

• 若 u=v，结果必为零向量

• 交换 u,v 结果整体变号

• 仅6个非零分量(±1)

02 / 手动构造与爱因斯坦求和实现

# 1. 初始化全零的3阶张量
epsilon = np.zeros((3,3,3), dtype=int)
# 2. 赋值6个非零的反对称分量
epsilon[[0,1,2],[1,2,0],[2,0,1]] = 1 # 偶排列
epsilon[[0,2,1],[2,1,0],[1,0,2]] = -1 # 奇排列
# 3. 核心：直接对应公式 w_i = ε_ijk u_j v_k
w = np.einsum('ijk,j,k->i', epsilon, u, v)

03 / 结果验证与解读

数值一致性：计算结果与 np.cross(u, v) 输出完全一致

，误差为0。

自叉积归零：验证了 u × u = 0，体现了相同向量无垂直

分量的几何本质。

反对称性：严格满足 v × u = -(u × v)，验证了ε 符号的

置换性质。

下标映射：数学指标 (1,2,3) 到 Python 索引 (0,1,2) 的转

换准确无误。

核心洞察：Levi-Civita 符号的完全反对称性是叉积“

垂直性”与“定向性”的代数根源。通过手动构造而非直

接调用库函数，我们深刻理解了“黑盒”背后的张量运算

逻辑。
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2.4

ε–δ 恒等式与复合叉积

将反对称符号的缩并转化为克罗内克符号的组合



ε–δ 基本恒等式

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖ℓ𝑚 =
𝛿𝑗ℓ 𝛿𝑗𝑚
𝛿𝑘ℓ 𝛿𝑘𝑚

= 𝛿𝑗ℓ𝛿𝑘𝑚 − 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘ℓ

指标说明：重复指标 i遵循爱因斯坦求和约定（隐式求和），缩并后剩余 j, k, ❖, m 为自由指标

01. 记忆技巧：二阶行列式模型

等式右侧可视为由克罗内克δ构成的二阶行列式展开，直观对

应行与列的指标关联：

| δⱼₗ δⱼₘ | = δⱼₗδₖₘ - δⱼₘδₖₗ

| δₖₗ δₖₘ |

02 . 全指标推广：三阶行列式形式
当所有指标均为自由指标时，恒等式呈现为三阶行列式，体

现置换符号的反对称性：

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑝𝑞𝑟 =

𝛿𝑖𝑝 𝛿𝑖𝑞 𝛿𝑖𝑟
𝛿𝑗𝑝 𝛿𝑗𝑞 𝛿𝑗𝑟
𝛿𝑘𝑝 𝛿𝑘𝑞 𝛿𝑘𝑟

核心提示：此恒等式是证明所有矢量恒等式（如 bac -cab 公式）的基石，必须熟练默写。
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ε–δ 恒等式层级卡

01 缩并1个指标

→ 4个自由指标
εᵢⱼₖεᵢₗₘ = δⱼₗδₖₘ - δⱼₘδₖₗ

核心基石：用于展开矢量三重积 A×(B×C)，
是电动力学、流体力学中场方程化简的核心工
具。

02 缩并2个指标

→ 2个自由指标
εᵢⱼₖεₗⱼₖ = 2δᵢₗ

关键推论：证明“无旋场”性质（旋度的散度
为零），推导❖×(❖×A)展开式的关键步骤。

03 缩并3个指标

→ 0个自由指标(纯量)
εᵢⱼₖεᵢⱼₖ = 6

数值结论：三维空间中 Levi-Civita 符号的全缩
并结果，对应 3!（3的阶乘），即6个非零分量
的平方和。

记忆心法：无需死记硬背！掌握层级1的基础公式后，层级2与3可通过对指标赋值并求和（缩并）直接推导得出。

52



使用ε–δ 恒等式的四步法

①

找共同指标

识别两个ε符号中重复出现

的哑指标，锁定需要进行缩

并与对齐的核心目标。

②

对齐位置

通过循环移位或指标对换，

将共同指标移至相同位置。

牢记：循环移位不变号，相

邻对换改变符号。

③

套标准式

应用核心恒等式 εjki εliₘ = 

δljδkₘ -δjm δkₗ，将符号积转

化为克罗内克δ函数的代数

组合。

④

δ换标并审计

利用δ函数的筛选性质完成

指标替换与化简，最后严格

检查等式两端的自由指标是

否完全一致。

✎实战演练：化简 εjiₖεkₗₘ

锁定共同指标k，其在第一式中为第三位，第二式中为第一位。利用循环移位性质 εjki = εjik（循环移位不变号），将原式

转化为 εkᵢⱼεkₗₘ。此时共同指标k对齐，直接套用标准式可得结果：δliδjm -δim δlj。
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例一：矢量三重积（BAC -CAB ）证明

证明目标：推导向量恒等式 A × (B × C) = (A · C)B -(A · B)C，即经典的“BAC -CAB ”记忆法则。

Step 1
定义展开：设结果为 W ᵢ，利用叉积的置换符号定义展开第二层叉积：

W ᵢ = εkji A ⱼ (B×C)ₖ = εkji A ⱼ (εlkₘ B ₗ Cₘ)

Step 2
指标对齐：利用置换符号的循环不变性 εjki = εjik，将公共哑标 k 前置，便于应用恒等式：

W ᵢ = εjik εkₗₘ A ⱼ B ₗ Cₘ

Step 3
恒等式化简：代入ε-δ 恒等式 εkᵢⱼεkₗₘ = δliδjm -δim δlj，利用δ 函数换标：

W ᵢ = (δliδjm -δim δlj)AⱼB ₗCₘ = (AjC ⱼ)Bᵢ -(AⱼB ⱼ)Cᵢ

结论：A × (B ×C) = (A · C)B -(A · B)C （即 BAC -CAB 法则）
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矢量三重积的物理意义与易错点

物理意义

矢量三重积 A×(B×C) 的结果严格落在由矢量 B 和 C 所张成的平面

内，其本质是 B 和 C 的线性组合，体现了矢量运算的平面约束性。

分量解构：结果由两项组成：(A·C)B 沿 B 方向（权重为 A 与 C 

的点积），-(A·B)C 沿 C 方向（权重为负的 A 与 B 的点积），

二者合成即为最终矢量。

几何诠释：该运算相当于“剔除”了矢量 A 中垂直于 B -C 平面

的分量，只保留 A 在该平面内的投影效应，是降维投影与线性

组合的结合。

高频易错点警示

01. 结合律完全不成立！
A×(B×C) ≠ (A×B)×C。前者结果在 B -C 平面，后者在 A-B 平面，
强行结合会导致维度与方向全部错误。

02 . 符号极易写反（最常见）！
正确式：(A·C)B -(A·B)C 。
典型错解：(A·B)C -(A·C)B（注意中间是减号）。

03. 指标运算时的错位混淆
在张量指标记法中，易忽略 Levi-Civita 符号的循环移位规则，直接
套用公式会导致哑标与自由标的对应关系错误。

记忆口诀：“BAC -CAB” 法则——将公式拆解为：B(A·C) -C(A·B)，记住“B在前，C在后，中间是减号”，可快速

验证符号是否正确。
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课堂互动 4：拉格朗日恒等式（半完成推导）

本次推导目标：证明矢量混合积恒等式 (A ×B) · (C × D) = (A · C)(B · D) -(A · D)(B · C)

01. 左侧表达式展开（指标形式）

将叉乘转换为置换符号ε 的形式：

LHS = (εkjiA ⱼ B ₖ) (εᵢₗₘ C ₗ D ₘ)

合并后得到：

= εkji εliₘ A ⱼ B ₖ C ₗ D ₘ

（观察：两个ε 的第一个哑标均为 i，已对齐）

02 . 关键思考与填空挑战

请按“四步法”小组讨论并补全：

1. 确认：共同指标为 i，属于缩并 1 个指标的情况。

2. 调用：ε-δ 恒等式的第一层级公式。

3. 填空：εjki εliₘ =（ δjlδkₘ -δjm δkₗ）

4. 代入：将上式代入，利用δ 符号化简点积。

课堂提示：注意第二项的负号位置及指标的正确配对，这是初学者最容易出错的地方。完成后，请尝试将结果与右侧的目标公式进行比

对。
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拉格朗日恒等式解答 + 数字赋能 02-D

01. 基于ε-δ 恒等式的代数推导

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖ℓ𝑚 = 𝛿𝑗ℓ𝛿𝑘𝑚 − 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘ℓ

将混合积 (A×B)·(C×D) 按定义展开，利用上述恒等式进行指

标缩并。首项产生(A·C)(B·D)，次项产生(A·D)(B·C)，符

号由置换的奇偶性决定。

(A×B)·(C×D) = (A·C)(B·D) -

(A·D)(B·C)

02. SymPy 符号级代码验证

from sympy import LeviCivita, symbols
A, B, C, D = symbols('A B C D', cls=Vector)
lhs = 0
for i,j,k,l,m in range(3):
lhs += 
LeviCivita(i,j,k)*LeviCivita(i,l,m)*A[j]*B[k]*C[l]*
D[m]
print(simplify(lhs - rhs)) # 输出: 0

符号残差 = 0

数学级精确等价，非数值近

似

结构自洽性

交换叉乘顺序，结果自动变

号

核心价值：代码未调用现成的 cross 函数，而是通过五重循环严

格还原了指标求和的数学定义，直观展示了符号运算的底层逻辑。
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课堂互动 5：ε–δ 恒等式应用判断

判断下列化简是否正确，若错误请改正：

01
εjiₖεjk ₗ = 2δli，该等式是否成立？

提示：先对齐共同指标的位置，利用置换符号的双层级缩并规则进行验证，注意哑指标的循环置换性质。

02
εjiₖεm ₙₖ = δim δjn -δin δjm ，该等式是否成立？

提示：共同哑指标 k 在第三位已对齐，直接套用ε–δ 一级缩并公式（行列式展开形式）即可得出结果。

03
❖×(❖φ) = 0 可以用ε–δ 恒等式证明吗？（φ为标量场）

提示：将旋度用置换符号展开为分量形式[❖×(❖φ)]ᵢ = εkji❖ⱼ❖ₖφ，结合偏导连续性与ε的反对称性分析。
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本章核心问题回收

指标记法把多个分量方程压缩成一行，但压缩后的公式是否仍然正确？

只要依次检查三点，就能判断压缩后的指标表达式是否合法：

01 自由指标
决定张量的输出结构与阶次，是公式

的“骨架”，需在等式两侧对称出现

。

02 求和指标 (哑指标)
仅在单一项内成对出现，代表对该维

度进行遍历求和，实现维度的内部缩

并。

03 指标平衡法则
等式两端及所有加减项，必须拥有完

全一致的自由指标集合，这是合法性

的关键。

指标记法不是“省略写法”，而是一套严谨、可检验的数学语法系统。
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核心概念回顾

01 爱因斯坦求和约定

同一乘积项中指标若恰好出现两次，即代

表对该指标在取值范围内自动求和，可省

略传统的求和符号。

02 自由指标 vs 哑指标

自由指标是方程的“输出标签”，代表方

程对任意方向成立；哑指标是内部求和的

“占位变量”，仅在求和时起作用。

03 指标运算三规则

运算合法性的基石：哑指标必须成对出现

；等号两侧自由指标必须严格匹配；指标

名称可整体替换（换名不换义）。

04 克罗内克δ 符号

单位二阶张量的分量形式，核心功能是“

指标筛选”与“换标”，在三维空间中，

其对角元缩并结果恒为3。

05 列维-奇维塔ε 符号

三阶完全反对称张量，编码空间的取向与

手性，是表达矢量叉积、矩阵行列式及旋

量运算的核心数学符号。

06 ε-δ 恒等式

连接点积与叉积的代数桥梁，将ε的反对称

性与δ的筛选性结合，是证明复合矢量恒

等式的关键工具。

这六个核心概念构成了连续介质力学的“数学语法基础”，是理解后续张量分析、应力应变关系及本构方程的必要前提。
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关键公式回顾（含物理关系）

u·v = uiv ᵢ→ 内积/投影（标量），刻画矢量投影关联与长度

度量基础。

y ᵢ = Aᵢⱼx ⱼ→ 张量映射矢量（柯西公式），描述线性变换对物理

矢量的映射。

C ᵢₖ = AᵢⱼB ⱼₖ→ 矩阵/张量乘法，体现线性变换的复合与物理量

的层级运算。

A:B = AiⱼB ᵢⱼ→ 张量双点积，对应应变能密度等关键物理标量

的计算。

tr(A) = Aᵢᵢ→ 张量的迹，反映体积变化率、惯性矩等系统的不

变量特征。

δjiu ⱼ = uᵢ→ 克罗内克δ筛选性，实现指标替换与降维的核心运

算工具。

δii= 3→ 三维空间的维数约定，笛卡尔坐标系下的关键缩并结

果。

w ᵢ = εjkiu ⱼvₖ→ 置换张量叉积，精准描述力矩、角速度与角动

量的轴向关系。

εjiₖεliₘ = δljδkₘ❖δjmδkₗ→ ε-δ恒等式，矢量三重积与旋度运

算证明的核心数学工具。

εjiₖεjiₖ = 6→ 完全缩并，三维空间下的固定数值，用于简化复

杂求和计算。

核心要点：公式不仅是符号的堆砌，更是物理规律的数学表达，理解指标的“哑标求和、自由标变化”是掌握张量运算的

关键。
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物理图像回顾：本章最关键的三幅图

对流项的指标结构

核心：u ⱼ❖ⱼu ᵢ中，j 是哑指标（负责方向

导数求和），i 是自由指标（决定输出分

量）。这是理解流体随体变化的关键。

教学价值：直观区分“沿速度方向的空间变

化率”与“速度本身的时间变化”，建立场

论的物理直觉。

矩阵乘法的指标角色

核心：C ᵢₖ=A ᵢⱼB ⱼₖ中，i 和 k 锁定输出矩阵

的位置，j 负责内积配对。这是线性变换

复合的代数表达。

教学价值：对应计算机程序的“双重循环”

逻辑：外层遍历自由指标，内层遍历哑指标

，理解计算的层级结构。

标量三重积与有向体积

核心：εjki u ᵢvⱼw ₖ是三个矢量张成的平行

六面体的“有向体积”。完全反对称张

量ε 编码了空间的取向。

教学价值：将抽象的“置换符号”转化为直

观的“几何体积”，理解雅可比行列式的符

号如何记录空间的翻转。

核心心法：数学表达 几何图像 物理意义三者必须建立一一对应的直觉联系，拒绝孤立记忆公式。
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能力目标回顾与高频易错点

学完本章你能做什么？

熟练进行显式求和与爱因斯坦求和约定的互译转换

准确诊断张量指标表达式的书写合法性与维度匹配性

利用克罗内克δ符号快速化简各类张量缩并表达式

灵活运用列维-奇维塔ε符号表示叉积与反对称运算

掌握“四步法”严谨证明复合叉积等张量恒等式

独立使用NumPy/SymPy 工具验证指标运算的正确性

最容易混淆什么？

缩并位置误区：A ᵢⱼA ᵢⱼ≠ AiⱼA ⱼᵢ，注意上下指标配对

哑指标冲突：换名时若与自由指标重名会导致符号歧义

δ替换陷阱：δjiAₖᵢ = Ak ⱼ而非 A ⱼₖ，警惕转置错误

算符特性：❖ᵢ是矢量微分算符，不可与标量随意交换

ε-δ恒等式：应用前必须严格对齐上下指标位置再替换

应变差异：张量剪应变 εji与工程剪应变 γji差1/2因子
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形成性评价 1：指标语法与缩并诊断

评价目标——检查学生能否建立“数学表达—几何图像—物理意义”的深度关联，夯实张量运算的基础逻辑。

01 语法合规性诊断

判断表达式 T ᵢⱼ = AiₖB ₖⱼ + Ci ⱼₖₗD ₖₗ是否合法

？若判定为不合法，请指出自由指标与

哑指标的匹配错误点，并给出修正后的

正确表达式。

核心考察：指标平衡规则与语法纠错

02 缩并运算与意义辨析

已知矩阵 𝐴 =
0 2 0
−1 0 0
0 0 1

，分别计算

A ᵢⱼA ᵢⱼ与 A ᵢⱼA ⱼᵢ的数值结果，并结合张量代

数说明这两种缩并方式对应的几何与代

数含义（如矩阵范数、迹等）。

核心考察：缩并方式与几何物理意义

03 对称性代数推导证明

利用指标记法的变换性质严格证明：对

称张量 S ᵢⱼ（满足 S ᵢⱼ=S ⱼᵢ）与反对称张量

W ᵢⱼ（满足 W ᵢⱼ=-W ⱼᵢ）的双点积恒为零，即

S:W = 0。

核心考察：对称性利用与代数推导

建议独立思考与完成
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形成性评价 2：工程情境与计算验证

01 工程情境分析：流体力学中的指标运算

给速度场分布：

𝑢1 = 𝑎𝑥1𝑥2, 𝑢2 = 𝑏𝑥1
2, 𝑢3 = 𝑐𝑥3

请完成以下推导与辨析：

(a) 写出对流加速度 𝑎𝑖
conv

= 𝑢𝑗𝜕𝑗𝑢𝑖 的指标形式，指出式中的自

由指标与哑指标；

(b) 针对 𝑖 = 1分量完全展开，计算得到𝑎1
𝑐𝑜𝑛𝑣

的具体代数表达式

；

(c) 试说明 𝑢𝑖𝜕𝑗𝑢𝑗 为何是一种与对流加速度完全不同的矢量运算。

02 计算预测：Einsum 符号与物理意义

阅读下方 NumPy 中的 einsum 张量运算代码，预测输出结果的

张量形状，并阐述其对应的数学或物理含义：

(a) `np.einsum('ij,jk->ik', A, B)`

(b) `np.einsum('ij,ij->', A, B)`

(c) `np.einsum('ijk,j,k->i', ε, u, v)` （其中ε 为置换张量）

(d) `np.einsum('ii->', A)`

建议分组讨论 | 建议结合 Python 环境运行验证结果
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课后任务

01 基础巩固（必做）

• 习题2.1：张量指标语法诊断（6小题

）

• 习题2.3：连续δ符号的缩并运算练习

• 习题2.6：置换张量ε的缩并性质证明

核心目标：彻底掌握哑标与自由标规

则，消除指标运算的常见语法错误，夯实

理论基石。

02 能力提升（选做）

• 习题2.9：对称与反对称张量的正交性

证明

• 习题2.10：由角动量平衡推导应力对

称性

• 习题2.14：SymPy 验证矢量三重积恒

等式

进阶目标：建立抽象指标运算与物理

守恒律的联系，初步尝试利用数学软件辅

助力学推导。

03 综合探究（挑战）

• 习题2.16：对称张量的压缩存储与编

程实现

• 习题2.17：镜像变换下叉积的数值实

验分析

• 习题2.21：二阶缩并的数值结果与几

何差异

挑战目标：融合编程思维解决力学问

题，探索指标记法在工程数值模拟中的实

际应用价值。
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下章衔接：从指标记法到张量变换

本章建立了什么

• 固定笛卡尔坐标系下的指标运算与求和约定

• 掌握δ(克罗内克)与ε(置换符号)的核心运算规则

• 熟练进行指标表达式的化简、语法检查与证明

• 利用符号工具推导复合叉积等矢量恒等式

思考留白：若坐标系发生旋转或非线性变换，这些物理量

的分量将遵循何种规律变化？

第3章预告：张量的定义性特征

• 坐标变换的数学描述与张量的变换法则

• 极矢量与轴矢量在变换下的根本差异辨析

• 各向同性张量的性质与材料对称性的关联

• 张量识别利器：商法则（Quotient Rule）

• 重温δ 与ε 在变换下的特殊行为

关键转折：从“分量的代数运算”迈向“物理量的几何不

变性本质”

核心隐喻：指标记法是描述张量的“语法规则”，而坐标变换法则才是张量的“定义与灵魂”。下一章，我们将正

式回答：究竟什么才是真正的张量？
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  u ⱼ 𝜕 ⱼ u ᵢ  


   a i   ( conv ) =  u j  𝜕 j  u i =  u j   𝜕  u i  𝜕  x j


  t r  ( A ) =    A 11 +    A 22 +    A 33 =   A ᵢ ᵢ


  A =  [    0  1  0   − 2  0  0   0  0  3 ]


  d W = F ⋅ d r =  F i   d  x i


  W =   ∫ C F ⋅ d r


  P = F ⋅ v =   d W  d t =  F i  v i


   𝒓  B A =  𝒓 B −  𝒓 A


   𝒗 B −  𝒗 A = 𝝎 ×  𝒓  B A


   𝒓  B A  


   𝒗 A ⋅ 𝒏 =  𝒗 B ⋅ 𝒏


   (  v i B −  v i A )  n i = 0


   [  𝛿  i j ] =  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ]


  𝛿 ᵢ ⱼ 𝛿 ⱼ ₖ 𝛿 ₖ ₗ   =   ?


  𝛿 ᵢ ⱼ A ⱼ ₖ 𝛿 ₖ ₘ   =   ?


  𝛿 ᵢ ⱼ 𝛿 ₖ ₗ A ᵢ ₖ B ⱼ ₗ   =   ?


   ( 𝛿 ᵢ ⱼ 𝛿 ₖ ₗ   +   𝛿 ᵢ ₖ 𝛿 ⱼ ₗ   +   𝛿 ᵢ ₗ 𝛿 ⱼ ₖ ) A ⱼ ₖ   =   ?


   M O = r × F


   M i =  𝜀  i j k  r j  F k


   L O = r ×  ( m v )


   L i =  𝜀  i j k  r j m  v k


   v P =  v O + 𝜔 ×  r  P / O


   v i P =  v i O +  𝜀  i j k  𝜔 j    (  r  P / O ) k


   c i =  𝜀  i j k  a j  b k


   H k =  I  k ℓ  𝜔 ℓ


  𝑴 = 𝝎 × 𝑯


   H k =  I  k ℓ  𝜔 ℓ  


  l


  k


   M i =  𝜀  i j k  𝜔 j  H k  


  j , k


  i


     ( a × b ) i =  𝜀  i j k  a j  b k


   M i =  𝜀  i j k  𝜔 j  H k


   H k


   M i =  𝜀  i j k  I  k ℓ  𝜔 j  𝜔 ℓ


  j , k , l


  i = 1 , 2 , 3


  𝜔


   𝜀  i j k  𝜀  i ℓ m =  |     𝛿  j ℓ   𝛿  j m    𝛿  k ℓ   𝛿  k m | =  𝛿  j ℓ  𝛿  k m −  𝛿  j m  𝛿  k ℓ


   𝜀  i j k  𝜀  p q r =  |     𝛿  i p   𝛿  i q   𝛿  i r    𝛿  j p   𝛿  j q   𝛿  j r    𝛿  k p   𝛿  k q   𝛿  k r |


   𝜀  i j k  𝜀  i ℓ m =  𝛿  j ℓ  𝛿  k m −  𝛿  j m  𝛿  k ℓ


  A =  [    0  2  0   − 1  0  0   0  0  1 ]


   u 1 = a  x 1  x 2 ,    u 2 = b  x 1 2 ,    u 3 = c  x 3


   a i   ( conv ) =  u j  𝜕 j  u i


  i = 1


   a 1   ( c o n v )


   u i  𝜕 j  u j

